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概要

本稿は、多重ゼータ値と結合子 (アソシエータ)の関連について簡潔に記述することを目的に執筆された。

多重ゼータ値に関する日本語の優れた文献は両手で数えきれないほど存在するが、多重ゼータ値の基礎的

な話から一般のアソシエータの簡単な話題について単体で触れている日本語の文献は少ないように思える。

本稿はそうしたギャップを埋めることを意識してつくられているが、その性質から幾らかの記述を他の優れ

た文献に委ねている。また、筆者の知識不足のためアソシエータ本来の幾何的な側面については一切触れる

ことができない。適時参考文献から必要な事柄を補完することを勧める。
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多重ゼータ値
多重ゼータ値 (Multiple zeta values, MZVs)とは、1以上の整数 k1, · · · , kr, kr ≧ 2に対して

ζ(k1, · · · , kr) =
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

によって定義される実数である。引数が一つの時はよく知られたリーマンゼータ値となる。本節では多重ゼー

タ値の基本的な代数的取り扱いやよく知られた結果について述べる。

1 Hoffman代数

Hoffman代数とはしかるべき構造を備えた二変数非可換多項式環のことであるが、それは多重ゼータ値を

意識して作られている。まずは簡単なインデックスの定義から始めよう。

定義 1.1 (インデックス). インデックスとは、
⊕

r=0 Zr
≧1
の元のことである。

ただし r = 0のときは一元集合 {∅}のこととする。

つまるところ ∅, (1), (2, 3), (3, 3, 5, 6, 7, 1) などはインデックスということになる。また、末尾が 2 以上の

インデックスを許容インデックスとか admissibleなインデックスという。便宜上 ∅も許容インデックスと考
え、空インデックスと呼ぶ。

今後インデックスを表す記号として k.l などを用いることにする。次にインデックスの重さと深さを定義し

よう。

定義 1.2. インデックスの要素の数を深さ (depth)といい、dp(k)と表す。また、インデックスの要素の和

を重さ (Weight)といい、wt(k)で表す。空インデックスの深さと重さはともに 0とする。

全てのインデックスが張る Q 自由線形空間やその部分線形空間である許容インデックスのみが張る空間
をそれぞれ R0,R′0 と表し、Q 線形写像 ζ : R′0 → R を (k1, · · · , kr) 7→ ζ(k1, · · · , kr) で定める。ただし
ζ(∅) := 1とする。

インデックスの準備が終わったところで、Hoffman代数の構成を行う。X0 と X1 の連結で表された文字列を

語 (word)という。1も wordとして扱い、連結に関する単位元とする。

次に、有理係数の二変数非可換多項式環を H := Q⟨X0, X1⟩とし、その部分空間を H1 := Q+X1H,

H0 := Q+X1HX0 とする。H0 ⊂ H1 ⊂ Hに注意。このとき、X1X
k1−1
0 · · ·X1X

kr−1
0 7→ (k1, · · · , kr)なるQ

線形写像 H1 → R0(ついでに H0 → R′0)は線形同型を与える。ただし 1 ∈ H1(resp.H0) 7→ ∅ ∈ R0(resp.R′0)
とする。これを word とインデックスの対応などという。この同一視によって word とインデックスは区別

なく扱われる。また、この対応は線形写像 Z : H0 → R, Z(X1X
k1−1
0 · · ·X1X

kr−1
0 ) = ζ(k1, · · · , kr) を誘導

する。

ノート 1.3. wordの重さや深さは対応するインデックスのそれとして考えるのが妥当だが、重さを wordの

文字数、深さを X1 の含まれる数として考えることができるので、逆にこれを重さや深さの定義としてもよ

い。実際後の議論ではそのように一般化した重さや深さの概念が使われる。
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1.1 調和積とシャッフル積

H1 上 Q双線形な積 ∗を次の規則で定める。

WXk ∗W ′Xl = (W ∗W ′Xl)Xk + (WXk ∗W ′)Xl + (W ∗W ′)Xk+l

W ∗ 1 = 1 ∗W = W

W,W ′ ∈ H1 で、Xi = X1X
i−1
0 とした。この積構造を調和積といい、調和積を備えた H1 や H0 をそれぞれ

H1
∗,H

0
∗ と書く。同様に、H上 Q双線形な積 xを次の規則で定める。

WXi xW ′Xj = (WXi xW ′)Xj + (W xW ′Xj)Xi

1xW = W x 1 = W

W,W ′∈ Hで、i,j ∈ {0, 1}とした。この積構造はシャッフル積といい、シャッフル積を備えた H,H1,H0 をそ

れぞれ Hx ,H
1
x ,H

0
x と書く。Hoffman [Ho] によってこれらの積は結合的かつ可換であり、したがって Hx ,H

1
∗

などらが Q-代数をなすことが示されている。これらの代数構造は調和代数やシャッフル代数と呼ばれること

があるが、まとめて Hoffman代数と呼ぶ。なお、wordとインデックスの対応からこれらの積をインデックス

の世界に持ちこむことができるので、今後 k ∗ lや kx lなどというように書くことがある。

例 1.4.

(2) ∗ (2) = 2(2, 2) + (4)

(2)x (2) = 2(2, 2) + 4(1, 3)

ノート 1.5. 本稿ではインデックスや word の記法として一部で右向きと呼ばれるものを採用している。こ

れは多重ゼータ値の定義式の不等号の向きからそう呼ばれているものだが、著者によってはインデックスや

wordの向きが逆になっていることがある ((1, 2)が (2, 1)に、X1X0 が X0X1 などというように)。また更に

ややこしいことに、同じ文献でもインデックスとwordの向きがそれぞれ逆になっているものがあり、本稿も

途中から wordを反転させてその形態を取る。そのようなことは特にアソシエータに関連する文献で起こりが

ちだが、それはアソシエータを扱うときに左向きの方が都合が良いという事情によるものである。以降 word

を反転させるときはその旨を宣言する。

Hoffman代数の基本的だが重要な定理として次の二つが挙げられる。

定理 1.6 (Hoffman [Ho]). 任意のW ∈ H1 に対して、次のようなWi ∈ H0 が存在する。

W =

n∑
i=0

Wi ∗X∗i1

定理 1.7. 任意のW ∈ Hに対して、次のようなWij ∈ H0 が存在する。

W =
∑

0≦i≦n

0≦j≦m

Xxj
0 xWij xXxi

1

それぞれの “定数項”を reg∗(W), regx(W)と表すことがある。これらの定理は帰納法で比較的簡単に示す

ことができる。（定理 1.7に関しては、まずインデックスと対応する wordが H0 係数の X1 に関する x-多項

式で書けることを証明し、対称性から X0 でも分解できることを示すと楽だと思われる。)
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2 多重ゼータ値の基本的な話題

Zk を重さ k の多重ゼータ値の張る Q線形空間とする。*1

予想 2.1 (次元予想:Zagier [Za]).
∞∑
k=0

(dimZk)t
k =

1

1− t2 − t3

が成り立つだろう。すなわち、数列 dk を d0 = d2 = 1, d1 = 0で dk = dk−2 + dk−3 によって定めれば

dimZk = dk

が成り立つだろう。

この予想の片側の不等式は既に示されている。

定理 2.2 (Goncharov [Go], Terasoma [Te], Deligne–Goncharov [DG]).

dimZk ≦ dk

dk は予想次元などと呼ばれる。この予想や定理の言明の一部は、多重ゼータ値の間に次元を予想次元まで

落とすような数多の線形関係式が存在するということであり、実際次元予想を裏付けるに足る多くの関係式族

が様々な経緯で発見されている。ここでいくつか例をあげる。

定理 2.3 (双対性, Duality). 許容インデックスを k = (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
a1−1

, b1 + 1, · · · , 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
as−1

, bs + 1)と表したとき、

kの双対インデックスを k† := (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
bs−1

, as + 1, · · · , 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
b1−1

, a1 + 1)で定める。このとき、

ζ(k) = ζ(k†)

Dualityの証明は反復積分表示を変数変換することで簡単に行える。

定理 2.4 (多重ゼータ値の反復積分表示).

ζ(k1, · · · , kr) =
∫ 1

0

dt

1− t

dt

t
· · · dt

t︸ ︷︷ ︸
k1−1

· · · · · · dt

1− t

dt

t
· · · dt

t︸ ︷︷ ︸
kr−1

が成り立つ。ここで反復積分は
∫ b

a
ω1 · · ·ωn :=

∫ b

a
(
∫ x

a
ω1 · · ·ωn−1)ωn(x)によって再帰的に定義されている。

Duality は word の並びを逆にして X0 と X1 を入れ替えた MZVs が等しいと言うこともできる。余談だ

が、[S]にて連結和法という手法を用いて Dualityやそれの大幅な一般化である大野関係式を反復積分表示に

依存しない級数変形で証明する方法について詳しく解説されている。

定理 2.5 (調和関係式). 許容インデックス k, lに対して

ζ(k ∗ l) = ζ(k)ζ(l)

*1 重さの異なる線形関係式が存在すると信じているのなら、重さ k の許容インデックスからなる線形空間の像だと思うとよい。これ
は直和予想と呼ばれている。
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定理 2.6 (シャッフル関係式). 許容インデックス k, lに対して

ζ(kx l) = ζ(k)ζ(l)

定理 2.7 (有限複シャッフル関係式). 許容インデックス k, lに対して

ζ(k ∗ l) = ζ(kx l)

調和積とシャッフル積はそれぞれ多重ゼータ値の級数表示と反復積分表示に入る積構造であり、これら二つ

を比較することで非自明な関係式が得られるというのが有限複シャッフル関係式である。有限複シャッフル

関係式は広い関係式だが二つのインデックスがともに許容的でなければならず、Dualityの最も簡単な例であ

る ζ(1, 2) = ζ(3) などが含まれていない。これの片方を一般のインデックスにまで拡張したものが正規化複

シャッフル関係式である。

定理 2.8 ([IKZ],正規化複シャッフル関係式, Double shuffle relation). 任意の word W ∈ Hに対して線形写

像 ζx : H → Rを ζx(W ) := Z(regx(W))で定める。*2このとき、word W ∈ H1,W ′ ∈ H0 に対して

ζx(W ∗W ′ −W xW ) = 0

正規化複シャッフル関係式は非常に広範な関係式であり、次が予想されている。

予想 2.9. 正規化複シャッフル関係式は多重ゼータ値の全ての Q線形関係式を含んでいるだろう。また、正
規化複シャッフル関係式のみによって Zk の次元を予想次元まで落とすことができるだろう。*3

アソシエータ
アソシエータは多重ゼータ値と関連が深い。特に Drinfel’d associator は多重ゼータ値の非常に良い母関

数であり、アソシエータ関係式は正規化複シャッフル関係式すら従わせてしまう強力なものである。本節

では Drinfel’d associator のアソシエータ関係式がどのように証明されるか、アソシエータはどのような

概念に由来するのかということではなく、多重ゼータ値の視点から見たアソシエータがどのように興味深

いかに焦点を当てる。また、本節よりインデックスの向きは変わらず word の向きを逆にする。つまり、

Xkr−1
0 X1 · · ·Xk1−1

0 X1 7→ (k1, · · · , kr)となりシャッフル積の定義は

XiW xXjW
′ = Xj(XiW xW ′) +Xi(W xXjW

′)

1xW = W x 1 = W

となる。(もっとも、シャッフル積の定義の向きはどちらでもいいのだが)

準備として、今後 k は標数 0の体を表すとし k̄ をその代数閉包とする。k⟨⟨X0, X1⟩⟩で k-係数の二変数非可

換冪級数環を表す。φ ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩と word W に対して Zφ(W )で冪級数 φのW での係数を表すとする。

*2 ζx (W )はシャッフル正規化多重ゼータ値と呼ばれ、H上でシャッフル関係式を満たしている。また、この定理では不要な Hまで
定義を拡張しているのは、後にアソシエータを扱う上で使用するという事情による。

*3 この 2つの予想は同値ではないどころか独立な主張であることに注意すべきである。
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3 アソシエータ関係式

定義 3.1. 体 k上の結合子 (アソシエータ)とは、(µ, φ) ∈ k× k⟨⟨X0, X1⟩⟩であって次の関係式を満たすもの
のことである。

commutator group-like 性:
∆(φ) = φ⊗ φ

φ(0, 0) = 1, Zφ(X0) = Zφ(X1) = 0

2-cycle relation:
φ(X0, X1)φ(X1, X0) = 1

3-cycle relation: X0 +X1 +X∞ = 0,

e
µ
2 X0φ(X∞, X0)e

µ
2 X∞φ(X1, X∞)e

µ
2 X1φ(X0, X1) = 1

5-cycle relation:

φ(X12, X23)φ(X34, X45)φ(X51, X12)φ(X23, X34)φ(X45, X51) = 1

ただし∆ : k⟨⟨X0, X1⟩⟩ → k⟨⟨X0, X1⟩⟩ ⊗ k⟨⟨X0, X1⟩⟩は X0, X1 に対して

∆(Xi) = 1⊗Xi +Xi ⊗ 1

で定まる k-代数準同型。また変数の族 Xij , 0 ≦ i, j ≦ 5は次の条件を満たす。任意の i, j, k, lに対して、

Xii = 0, Xij = Xji,
∑5

j=1 Xij = 0,相異なる i, j, k, lに対して XijXkl = XklXij

これらの関係式をアソシエータ関係式と呼ぶ。アソシエータ関係式には別の表示があるが、同値性は [F2]

に詳しい。次の定理はアソシエータが存在することを保証するものである。

定理 3.2 (Drinfel’d [Dr]). k を任意の標数 0の体とする。このとき、任意の µ ∈ k に対して (µ, φ)がアソシ

エータをなすような φ ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩が常に存在する。

アソシエータの代表例は次の Drinfel’d associatorである。

定理 3.3 (Drinfel’d [Dr]). ζx(W )を定理 2.8で定義したもの (を左向きでみたもの)とする。このとき

ΦKZ(X0, X1) =
∑

W :word

(−1)dep(W )ζx(W )W

は C上で µ = 2πiのアソシエータをなす。*4

Drinfel’d associatorのアソシエータ関係式の証明については [Ha],[OK]などの日本語の文献があるためそ

ちらを参照されたい。[F5, Proposition 3.43]には係数に言及せず group-like性*5を証明している記述がある。

さて、アソシエータ関係式への理解を深めるため、group-like性に着目してみよう。実は次のことが簡単にわ

かる。

*4 実際のところ、Drinfel’dが KZ方程式の基本解の接続として Drinfel’d associatorを導入し、その後 Le-Murakamiが係数を明
示的に多重ゼータ値で書き下せることを証明したというのが歴史的な流れのようだ。

*5 commutator group-like性から 1次の係数が 0になることを省いた条件
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定理 3.4. *6任意の φ =
∑

W :word Zφ(W )W ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩に対して*7、

∆(φ) =
∑

A,B:word

Zφ(Ax B)A⊗B

Proof. word A,B,W に対して A x B =
∑

W :word
W∈sh(A,B)

W,∆(W ) =
∑

A,B:word
(A,B)∈f(W )

A ⊗ B となるように

sh(A,B)と f(W )を置く。sh(A,B)は Aと B のシャッフル積を明示的に書き下しただけのもので、Aと B

を並びを保ったまま混ぜ合わせる方法を重複込みで保存したものになる。f(W )はW を二通りの wordに並

びを保ったまま分解する方法を重複度込みで保存したものとなる。

例 3.5. f(X0) = {|(1, X0), (X0, 1)|}, f(X2
1 ) = {|(1, X2

1 ), (X
2
1 , 1), (X1, X1), (X1, X1)|},

f(X0X1) = {|(1, X0X1), (X0, X1), (X1, X0), (X0X1, 1), |}

∆(φ) =
∑

W :word

Zφ(W )∆(W ) =
∑

W :word

∑
A,B:word

(A,B)∈f(W )

Zφ(W )A⊗B

=
∑

A,B:word

( ∑
W :word

(A,B)∈f(W )

Zφ(W )

)
A⊗B

証明すべきはW ∈ sh(A,B) ⇐⇒ (A,B) ∈ f(W )に帰着するが、注意深く観察すれば明らかである。

よって、次のことがわかる。

定理 3.6. 任意の φ ∈
∑

W :word Zφ(W )W ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩,word A,B に対して、

∆(φ) = φ⊗ φ ⇐⇒ Zφ(Ax B) = Zφ(A)Zφ(B)

つまり、group-like性とは、多重ゼータ値の見地からすれば係数がシャッフル関係式を満たすということに

他ならないのである。では、一次の係数が 0であるという commutator group-like性は何を主張しているの

だろうか？ group-likeな冪級数 φの係数 Zφ(W )は定理 1.7によって次のような表示が一意的に存在する。*8

Zφ(W ) =
∑

0≦i≦n

0≦j≦m

Zφ(X
xi
1 xWij xXxj

0 ) =
∑

0≦i≦n

0≦j≦m

Zφ(X1)
iZφ(Wij)Zφ(X0)

j

このとき、もし Zφ(X0) = Zφ(X1) = 0が成り立っているならば、ほとんどの項が消滅し

Zφ(W ) = Zφ(regx(W))

となる。これは、許容的な wordの係数 Zφ(X
kr−1
0 X1 · · ·Xk1−1

0 X1)によって全ての係数を記述できるという

ことで、すなわち commutator group-like性とは、係数がシャッフル関係式を満たしシャッフル正規化多重

ゼータ値のように正規化操作が行えることを意味する。ちなみに、逆に許容的な wordで定義されたシャッフ

ル関係式を満たす対象をシャッフル関係式を保つように一般の wordに拡張するとき、X0 と X1 での値を 0

*6 証明は [Ha],[Ta]に同値なものが記述されているが、原典は見つからなかった。
*7 ただし、Zφ を線形写像と見る。
*8 逆向きになっていることに注意
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と定めればそのような拡張は一通りしかない。今までの議論と Drinfel’d associatorの係数を見比べれば、ア

ソシエータの一部の係数に次のような名前をつけたくなるだろう。

ζφ(k1, · · · , kr) := (−1)dep(W )Zφ(X
kr−1
0 X1 · · ·Xk1−1

0 X1)

何もこれは早とちりではなく、もっとより強い意味でアソシエータの係数を多重ゼータ値のアナロジーだ

と思える。2-cycle relation を見てみよう。非可換冪級数環に入る Hopf 代数構造 [GF, Example 3.67] より

group-likeな冪級数の逆元を次のように表示できる。

φ(X0, X1)
−1 =

( ∑
W :word

Zφ(W )W
)−1

=
∑

W :word

(−1)wt(W )Zφ(W )
←
W

ここで
←
W は W の綴りを逆にしたもの。また 2-cycle relation より φ(X0, X1)

−1 = φ(X1, X0) であったか

ら、係数を比較すれば次がわかる。ただし τ は τ(X0) = X1, τ(X1) = X0 を満たす自己準同型とする。

(−1)dep(τ(
←
W ))Zφ(τ(

←
W )) = (−1)dep(W )Zφ(W )

これは定理 2.3の Dualityそのものであり、実際には次が成り立つ。

定理 3.7. φ ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩が group-likeならば、2-cycle relationを満たすことと係数が Dualityを満たす

ことは同値である。

ここまでくれば、残り 2つの条件も係数を多重ゼータ値たらしめる様なものであると期待していいだろう。

実際、3-cycle relationは幾らかの線形関係式と特殊値の情報を与える。

定理 3.8 (Li [L, Theorem 4.5]). group-likeな φ ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩が 3-cycle relationを満たすとき、次のよう

な特殊値の公式が成り立つ。*9ただし Bn は x/(ex − 1) =
∑

n≥0
Bn

n! x
n で定義される n番目のベルヌーイ数。

Zφ(X0X1) =
µ2

24

Zφ(X
2n−1
0 X1) =

µ2nB2n

2(2n)!

Zφ((X0X1)
n) =

µ2n

4n(2n+ 1)!

. . .

つまり、冪級数がアソシエータである (group-like と 3-cycle relation を満たす) ことが分かれば、幾らか

の偶数ウェイトでの値、特に ζφ(2n)が自動的に µ(結合定数と呼ばれる)によって決定されてしまうのだ。こ

れは Drinfel’d associator の場合ではリーマンゼータ関数の特殊値の証明になりうる。また、group-like と

3-cycle relationを合わせれば線形関係式も出てくるらしいのだが、2-cycle relationと違ってそれらを explicit

に書き下す方法は現在知られていないようである。

さて、残るは 5-cycle relationのみとなった。5-cycle relationはアソシエータの最も本質的な部分と言っても

過言ではなく、実は次が知られている。

*9 [L]とは係数の表示が異なるため (−1)dep(W ) 倍だけずれていることに注意。
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定理 3.9 (Furusho [F2, Lemma 6, Theorem 10]). φ ∈ k⟨⟨X0, X1⟩⟩ が commutator group-like であり

5-cycle relationを満たしているとする。このとき、符号の違いを除いて一意的に µ ∈ k̄ をとって、(µ, φ)が

2-cycle relationと 3-cycle relationを満たすようにできる。

5-cycle relationはその複雑さゆえに explicitに何かを書き下すことは難しい。にも関わらず、Furushoに

よって驚くべき結果が示されている。

定理 3.10 (Furusho [F1, Theorem 1.1]). commutator group-like な冪級数 φ が 5-cycle relation を満たし

ているとする。このとき、係数が正規化複シャッフル関係式 (Double shuffle relation)を満たすことが従う。

この定理のもう少し厳密な定式化の大雑把な説明は次の通りだ。φに細工を施して φ∗ という扱いやすい形

に整え、シャッフル関係式を ∆に関する group-like性に言い換えたように、新しい写像 ∆∗ を用意し調和関

係式を ∆∗ に関する group-like 性に言い換える。係数がシャッフル関係式を満たすことはアソシエータの定

義に含まれているから、∆∗(φ) = φ∗ ⊗ φ∗ を満たすことが正規化複シャッフル関係式を意味する。

さて、今までの話をまとめてみよう。アソシエータとは次のような条件を満たす冪級数だった。

i. 係数がシャッフル関係式を満たし、(group-like性)

ii. シャッフル正規化操作が行え、(commutator group-like性)

iii. Dualityを満たし、(2-cycle relation)

iv. 特殊値の情報を持ち、(3-cycle relation)

v. 正規化複シャッフル関係式を満たす。(5-cycle relation)

正規化複シャッフル関係式や Drinfel’d associatorのアソシエータ関係式から全ての多重ゼータ値の線形関係

式が従うだろうと予想されていることを踏まえると、アソシエータとは最低でも多重ゼータ値の持つ関係式を

全て備えた対象たちの母関数だと思える。そしてさらに、Drinfel’dの定理 3.2によってそのようなものが任

意の標数 0の体上に無数に存在しているのだ！！（尤も、そのうちの幾らかは変数を定数倍することで写り合

うような本質的に同じものかも知れないが）

特筆すべきことは、多重ゼータ値の観点からこれほどまでに興味深い対象であるアソシエータがどうやら全く

多重ゼータ値とは関係のない文脈で定義されたものらしいということだ。なんでも Drinfel’dの量子群の研究

の過程で現れたそうなのだが、生憎と不勉強ゆえに仔細を知ることは未だ叶っていない。

本稿では詳しく扱うことができなったが、アソシエータ関係式と正規化複シャッフル関係式が同値だろうと

予想されており、その相応しい定式化には Grothendieck–Teichmüller 群と Double shuffle 群が現れる。ま

た、具体的に構成されたアソシエータとして Drinfel’d associator 以外にも Furusho によって構成された p

進 Drinfel’d associator [F5]や Alekseev–Torossian associator [AT]、Deligne associator [De]やそれらのモ

チーフ論的持ち上げなどがあるようだが、C上の退化結合子 (µ = 0でアソシエータをなすもの)の構成など

未解決問題は多いようである。
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